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1. Matematica si fizica

. Drumul minim; probleme de minim/max:

1a. Principiul lui Fermat la reflexie, aplicatie practica cu
hartie milimetrica, rigla, sfoara, pioneze;

1b. lantisorul: principiul lui Maupertuis

1c. aria minima, aplicatie la baloane de sapun

(experimente fotografiate) dar si la organisme vii:
radiolari,....

1d. problema postasului

1e. magnetismul: interactiunea feromagnetica din
aproape in aproape

1f. percolatia: medii neomogene: groapa de gunoi
ecologica; curgerea prin medii poroase — problema

fantanilor; extractia petrolului; fluidificarea nisipului si
avalansele de zapada



O scurta istorie

* In august 1684 , astronomul Edmund Halley a calatorit la
Cambridge pentru a discuta cu Newton o problema
stiintifica la ordinea zilei si anume cea legata de
miscarea planetelor. Se stia deja ca planetele se misca
in jurul Soarelui pe traiectorii eliptice (Kepler). Se
presupunea de asemenea ca Soarele exercita o forta de
atractie de forma 1/r2. Halley, la intalnirea cu Newton, I-a
intrebat daca stie cam ce fel de traiectorie ar avea o
planeta sub influenta unei astfel de forte, la care Newton
a raspuns, o elipsa!l. La care Halley |-a intrebat de unde
stie, iar Newton i-a raspuns "am calculat-o”. Fara nici o
urma de indoiala aceasta este una din cele mai mari
realizari ale stiintei din toate timpurile.



Figura 1 Schita lui Newton din lucrarea De Motu
corporum in gyrum (1684).
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« O alta personalitate care a incercat sa descrie
traiectoriile corpurilor a fost Galileo Galilei. In lucrarea
De Motu (1590) el publica forme ale traiectoriilor unor
corpuri aruncate orizontal cu diferite viteze. Datele sunt
masurate si fac parte din preocuparea lui de a studia




« Este prima traiectorie de miscare calculata. Sa ne amintim
ca pentru antici, cele doua traiectorii posibile erau cea
rectilinie (Aristotel) si cea circulara (Platon). Prima rezulta
din ideea de miscare continua, iar a doua din motive legate
de perfectiunea cercului. Ambele idei erau de natura
filosofica, nici una nu rezulta din motive fizice. Din aceasta
cauza primul rezultat matematic privind o traiectorie reala
este deschiderea unei noi cai, a unei noi metode de
gandire.

* Acesta este si motivul pentru care lucrarea lui Newton se
numeste ,Philosophiae naturalis principia mathematica”. In
prefata Newton spune "Geometria nu ne invata cum se
descriu aceste linii, ci le postuleaza” (se refera la traiectorii).
Si tot Newton spune ca filosofii ,sunt preocupati de numele
lucrurilor si nu de lucrurile insesi”.



* Interesant este faptul ca aceste desene sunt realiste
(facute cu sim{ul observatiei) spre deosebire de cele
facute in timpul lui Aristotel si dupa el, in care ideea era
ca un corp aruncate se misca atat timp cat are in el
Jforta vie” dupa care el cade brusc la verticala

1 Miscarea perceputa de Aristotel 2 Miscarea reala observata
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* In prezent Principia din 1687 reprezinta o opera capitala
care este utilizata si azi ca model. Daca deschidem
Principia, vom avea dificultatea de a nu gasi forma pe
care azi o avem. Lucrarea este scrisa pe baza
rationamentelor geometrice, asemanatoare cu
Elementele lui Euclid. Dar si mai mult, nu vom gasi in ea
ceea ce azi utilizam din plin si anume ecuatiile
diferentiale. Dinamica scrisa sub forma moderna a
aparut cam peste 60 de ani in diferite lucrari ale lui
Leonhard Euler (1707-1783). El a fost cel care a scris
pentru prima data ecuatiile de miscare sub forma
cunoscuta noua, azi (1749)
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« Ecuatiile pot fi ordinare (ODE), sau cu derivate partiale
(PDE), exemplificate mai jos:

d’x
ecuatji liniare (ODE) m- +x=0
2
ecuatii neliniare (ODE) mcjhx +k%+x = F, cost

ecuatie cu derivate partiale (PDE) — ecuatia undelor
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Concluzia metodei dinamicii
newtoniene este ca:

- orice migcare se face in spatiu
si timp,

- orice traiectorie este
descriptibila printr-o curba -
functie

(iv)



* Avand la dispozitie mecanica newtoniana se pot deduce
traiectoriile si evolutiile in timp ale obiectelor supuse
unor forte date. Aceasta abordare presupune ideea de
cauza — efect.

« Dar putem sa ne punem problema intr-un cadru mai
general, fara a implica principiul de cauza si efect.
Putem sa incercam sa gandim miscarea de la punctul A
la punctul B al unui obiect, sau evolutia unui sistem don
starea A in starea B, considerand migcarea sau evolutia
ca un intreq. Exista astfel posibilitatea sa ne imaginam
mai multe evolutii posibile (sau traiectorii) care sa duca
din starea A in starea B compatibile cu situatia data. Nu
stim care este cauza si nu avem decat efectul, adica
traiectoria sau transformarea, evolutia sistemului. O
astfel de tratare este necesara pentru situatii ne-
mecanice care nu pot fi tratate ca rezultat al unor forte.
O astfel de tratare trebuie sa apeleze la alte
Jingrediente’, alte idei sau concepte, care sa permita
gasirea si prognoza evolutiei (traiectoriei).



« Spre exemplu in figura 8 sunt prezentate doua posibile
traiectorii la aruncarea pe orizontala a unui mobil, pentru
care noi acum stim ca prima este cea observata si a
doua este una ipotetica. Intrebarea este daca putem gasi
si 0 alta metoda de a decide care dintre cele doua situatii
este cea reala.

« Raspunsul este dat de calculul variational. Vom vedea
ca metoda este mai generala si mai ,,subtila” decat cea
care apeleaza la forte. Ea se preteaza de exemplu la
unele probleme mai complicate de mecanica, de optica,
de mecanica fluidelor, de mecanica cuantica etc.

Miscarea observata Miscarea imaginata



Cateva idei din
teoria calculului variational

* Analiza (matematica) clasica studiaza functiile. In
calculul variational se studiaza relatii in care valoarea
variabilei independente este determinata de o functie [1]

« Sa consideram lungimea unei curbe arbitrare care
uneste doua puncte date A si B. Variabila dependenta
este lungimea curbei si va fi determinata de forma curbei
care uneste cele doua puncte. Daca ecuatia curbei

(plane) este y = y(x)

unde functia y(x) este continua si admite derivata
continua y’(x) pe intervalul dat.

« [1] M.V.Lavrentiev, L.A.Liusternik, Curs de calcul
variational, Ed. Tehnica, 1955



* Lungimea curbel va
fi atunci data de
integrala:

» Cand functia y(x)
variaza, se modifica

si lungimea curbei J.

|
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Doua funcitii (curbe) posibile
care unesc cele doua puncte
A si B, variabila fiind aici t —
timpul



1. Problema lui Johann Bernoulli:

Dintre toate curbele care unesc doua puncte date A si B
sd Se gaseasca aceea pe care un punct material greu,
plecat din A fara viteza initiala si supus numai actiunii
greutatii ajunge in cel mai scurt timp in B.

In cidere liberda V =+/2€Yy (Galilei)
A

g e > Pe curba necunoscuta AB,
avem:.
ds 1+ y"dx
Vy=——=
dt dt
f 8
by 1+ r2
A | | T = Y dx
Figura 10 Problema brahistocromei J2 gy
X0



» T este o functionala, caci depinde de forma functiei y(x).

* Pentru problema lui Bernoulli, aceasta curba este
denumita brachistocrona si este un fragment de cicloida
iInversata.
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Lantisorul

» Este un tip de sistem articulat format din
bare materiale rectilinii, rigide, legate intre
ele prin balamale sferice de dimensiuni |
foarte mici asa incat pot fi considerate
puncte materiale — noduri (“poligon
funicular’).

« Lantisorul - fir flexibil si inextensibil,
unidimensional, supus unor forte
exterioare. In camp gravitational el se
numeste lantisor ca sistem, dar si ca
functie analitica.

funiculara constrmta dintr-un cablu de
suspensie, de care este atarnata cu
ajutorul unor cabluri de legatura o punte
orizontala pe care se afla greutatile care,
sub forma de forte paralele cu campul
gravitational, solicita fiecare element al
cablului de suspensie.




« Lantisorul este o curba plana ce are formula
analitica: x—b
y—c=a-ch

a
unde a, b, si ¢ sunt constante iar x si y sunt

coordonatele unui punct de pe curba (in plan
vertical). Determinarea celor trei constante se
poate face daca cunoastem coordonatele a
doua puncte A (X4,Y¥4), B(X5,Y,) Si lungimea firului
l.

Daca facem notatiile:

k . 2P =k?
X, —x;, =h>0; y, =y, =k; izz s1 ; =m

(loan I. Placinteanu, Mecanica vectoriala si analitica, Ed. Tehnica, 1958,
cap. XXVI)



« Ecuatia care va permite determinarea lui a va fi:

<

e’ —e * =mg
* sl cunoscand constanta a se poate determina
constanta b din ecuatia:

« Constanta ¢ se determina din prima ecuatie in
care se pun perechea de coordonate de
exemplu A, x4 si y, a unui punct de pe fir, adica

din: A
y—czafhx

a



x=r(t—smt)

y=r(t—cost)

r
— — 2 _
Sau 1n coordonate carteziene: . (1 y) \/y ( r=>y )
COS| 1 ——

r

i g

Cu t s-a notat un parametru pe curba



Experiment

« Se fixeaza o hartie milimetrica pe o planseta si din doua
puncte oarecari se atarna un lant greu. Se noteaza
pozitiile x, y ale punctelor lantului (cel putin 10 puncte) si
sa se verifice forma functiei obtinute (cicloida inversata).
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Exemple de alte curbe: trambulina de schi

P=L -120
K=L,-165
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Problema 2: Problema lui
Fermat:

 Intr-un mediu transparent cu indice de refractie
variabil se dau doua puncte A si B. Se cere sa
se afle traiectoria razei de lumina care porneste
din A si ajunge in B. Din punct de vedere fizic
ceasta se reduce la gasirea traiectoriei razei de
lumina care strabate drumul in timp minim.
Echivalentul mecanic al principiului lui Fermat
este principiul Maupertuis — Euler. Poate fi
utilizat pentru construirea soselelor de viteza
maxima si deci consum minim de combustibil.
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Problema generala a lui Fermat (practic, ea se utilizeaza in
astronomie la determinarea exacta a pozitiel unei stele - corectia
refractiei atmosferice — Almanahul astronomic)



Problema lui Fermat simplificata (doar doua medii) este
pentru reflexie:
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lar pentru refractie este data de legea lui Snell:



sin &, v

smé, v, n

n; | n, index
v; | v, velocity

normal




Experiment

* Pe o hartie milimetrica se aleg doua punct Asi B
oarecare, si o linie care simbolizeaza o oglinda.
Se pun doua pioneze in punctele A si B iar o ata
leaga de pioneza A. Se duce ata pana la
,0glinda” si apoi se intinde spre B. Se masoara
lungimea atei intre A, oglinda si B (L = APB)
functie de pozitia P (x = distanta QP) a punctului
de reflexie. Se reprezinta grafic lungimea functie
de pozitie si se verifica egalitatea unghiurilor la
reflexie, pentru drumul minim.



lungimea drumului razei reflectate




* Analogia dintre mecanica si optica pe baza
acestui principiu de minim, a condus pe
matematicianul si fizicianul irlandez William
Rowan Hamilton (1833) sa rescrie ecuatjile
mecanicii, introducand functia hamiltoniana H =
T + V. Care depinde doar de coordonate si
Impulsuri

* Probleme echivalente ar fi de exemplu forma
unei bare elastice, omogene, grele, sprijinita pe
doua puncte. Aceasta este tot o problema de
minim, rezolvabila prin calculul variational.



bara grea sprijinita in doua puncte
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unde ¢ = p/m este o constanta, raportul dintre
densitate si modulul de elasticitate al barei.



Daca bara elastica este incastrata;
ecuatia de incovolere a el este:

y = 6}12] (3Lx — X )
Jo =
ZM % Fixed End

Free End

mmmmmmmm



Efectul vantului asupra ramurilor de
copac, aplicatie la ,bara incastrata”.

Intr-un sistem ierarhizat (adica unul in care ....), energia asupra sistemului se
disipeaza la diferite niveluri in functie de specificul si valoarea energiei implicate.




Aplicatii la arce si sagef|
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Experiment

Verificarea
leqgii lui Hook

Este legea
valabila®?



Intrebari posibile

1. De ce exista mai multe tipuri de arcuri?

2. Ce avantaje sau dezavantaje au
diferitele tipuri de arcuri?

3. Ce tipuri de arcuri s-au folosit pe
teritoriul Romaniei (Dacii si dupa aceea)?

4. Exista o conexiune culturala cu tipul de
arc utilizat de diferite popoare”?

5. Se mai utilizeaza azi arcul cu sageti, in
afara tirului sportiv?



Multumesc pentru rabdare!









